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摘要:目的　 应用线性稳定性分析方法研究延迟确定性肿瘤免疫系统的稳定性。 方法　 在肿瘤免疫系统中,由于

免疫细胞识别肿瘤细胞到做出合适反应需要一定的时间,在此过程中考虑时间延迟,采用小延迟泰勒展开对模型

进行化简,求解出平衡点。 利用线性稳定性分析方法,研究平衡点的稳定性。 再利用数值计算方法模拟系统及平

衡点附近的轨线图,用以验证理论分析的结果。 结果 　 在小延迟条件下,系统共有 4 个有意义的平衡点,分别是

1 个稳定焦点、1 个稳定结点和 2 个鞍点,并且这些平衡点的类型和稳定性都不受延迟影响,数值模拟验证了理论

分析的结论。 结论　 在小延迟条件下,系统平衡点的类型和稳定性不受延迟影响。 研究结果有助于深入理解肿瘤

免疫反应的动力学机制,为肿瘤的生长及治疗提供参考。
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Abstract:
 

Objective　 To
 

study
 

stability
 

of
 

the
 

deterministic
 

tumor-immune
 

system
 

with
 

time
 

delay
 

by
 

means
 

of
 

linear
 

stability
 

analysis
 

method.
 

Methods　 In
 

tumor-immune
 

system,
 

since
 

it
 

took
 

some
 

time
  

for
 

immune
 

cells
 

to
 

recognize
 

tumor
 

cells
 

and
 

respond
 

appropriately,
 

time
 

delay
 

was
 

considered
 

in
 

this
 

process,
 

then
 

the
 

model
 

was
 

simplified
 

by
 

using
 

Taylor
 

expansion
 

of
 

small
 

delay,
 

and
 

the
 

equilibrium
 

points
 

were
 

solved
 

out.
 

By
 

linear
 

stability
 

analysis
 

method,
  

the
 

stability
 

of
 

these
 

equilibrium
 

points
 

was
 

studied.
 

Finally,
 

the
 

trajectory
 

of
 

the
 

system
 

and
 

that
 

around
 

each
 

equilibrium
 

point
 

were
 

simulated
 

by
 

numerical
 

calculation
 

method,
  

so
 

as
 

to
 

verify
 

the
  

result
  

of
 

theoretical
 

analysis.
 

Results 　 The
 

system
 

had
 

four
 

meaningful
 

equilibrium
 

points
 

with
 

small
 

delay,
 

including
 

a
 

stable
 

focus,
 

a
 

stable
 

node,
 

and
 

two
 

saddles.
 

Moreover,
 

the
 

type
 

and
 

stability
 

of
 

these
 

equilibrium
 

points
 

were
 

not
 

affected
 

by
 

the
 

delay.
 

Numerical
 

simulation
 

demonstrated
 

the
 

conclusion
  

from
 

theoretical
 

analysis.
 

Conclusions　 Under
 

the
 

condition
 

of
 

small
 

delay,
 

the
 

type
 

and
 

stability
 

of
 

equilibrium
 

points
 

in
 

the
 

system
 

are
 

not
 

affected
 

by
 

the
 

delay.
 

The
 

results
  

are
 

helpful
 

to
 

further
 

understand
 

dynamic
 

mechanisms
 

of
 

tumor
 

immune
 

response,
 

and
 

provide
 

references
 

for
 

tumor
 

growth
 

and
 

treatment.
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　 　 肿瘤是死亡率极高的一种疾病,严重威胁着人

类的健康和生命。 一般情况下,肿瘤的产生会激活

生物体内免疫机制产生免疫反应,免疫细胞会识别

并清除肿瘤细胞。 但在某些情况下,肿瘤细胞可以
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通过降低自身抗原水平,从而逃避免疫细胞的监

视,两者共存达到平衡,或者肿瘤细胞逐渐增殖导

致肿瘤爆发[1-2] 。 在肿瘤免疫系统中,肿瘤细胞与

免疫效应细胞之间的竞争性相互作用是复杂的细

胞动力学问题,且难以开展实验研究。 利用微分方

程模型模拟肿瘤免疫系统,可以深入了解肿瘤免疫

反应的动力学机制,对肿瘤的预防与治疗有着重要

的理论指导意义[3-7] 。
近年来,对肿瘤免疫系统模型的研究已取得丰

硕成果[8-12] 。 Kuznetsov 等[13] 提出一个经典的肿瘤

免疫系统微分方程模型,通过模型理论分析和实验

数据的对比,解释肿瘤休眠和肿瘤逃逸等现象。
Bashkirtseva 等[14]利用分岔理论研究该确定性模型

中免疫细胞失活参数变化下的动力学特性。 但由

于免疫细胞识别肿瘤细胞并产生免疫反应的过程

中存在一定的时间延迟,将延迟引入模型中完全必

要。 考虑延迟的系统可以更加真实地反映客观规

律,对 其 进 行 更 深 入 研 究 具 有 重 要 的 科 学 意

义[15-19] 。 本文在 Kuznetsov 等[13]创建的确定性肿瘤

免疫系统中考虑时间延迟,深入研究延迟对系统稳

定性的影响。

1　 肿瘤免疫系统模型

1. 1　 确定性模型

　 　 肿瘤免疫系统中,不仅需要考虑肿瘤细胞与免

疫细胞自身的增殖和凋亡,还需要考虑它们之间的

相互作用等因素。 当机体出现肿瘤细胞时,肿瘤细

胞符合 Logistic 增长规律,肿瘤细胞刺激免疫系统

产生免疫反应,免疫效应细胞会消除肿瘤细胞,在
此过 程 中 也 会 有 部 分 效 应 细 胞 消 亡。 据 此,
Kuznetsov 等[13]创建了免疫效应细胞和肿瘤细胞间

相互作用的确定性模型:

x· = f1(x,y) = σ + ρ xy
η + y

- μxy - γx

y· = f2(x,y) = αy(1 - βy) - xy
(1)

式中: x 为免疫效应细胞数;σ 为免疫效应细胞的自

然生长率; ρ xy
η + y

表示受到肿瘤细胞刺激的免疫效

应细胞增长率;μ 为效应细胞与肿瘤细胞结合过程

中的减少率;γ 为效应细胞的自然死亡率;y 为肿瘤

细胞数;α 为肿瘤细胞的自然增长率;β 为环境承载

容量的倒数。 根据文献 [ 13],各参数取值如下:
σ= 0. 118

 

1,
 

ρ = 1. 131, η = 20. 19,
 

μ = 0. 003
 

11,
γ= 0. 374

 

3,
 

α= 1. 636,β= 0. 002。
1. 2　 具有延迟的肿瘤免疫系统及简化

　 　 生物体内的肿瘤免疫反应是复杂的动力学过

程,当产生肿瘤时,免疫系统需要一定的时间识别

和清除肿瘤细胞,在此过程中,免疫细胞对抗肿瘤

细胞也会产生一定的消耗。 因此,为了更加符合生

物学规律,考虑在肿瘤细胞和免疫细胞的相互作用

过程中增加时间延迟。 此相互作用过程对应确定

性模型(1)中的 ρ xy
η + y

与 μxy ,将这两项包含延迟

后改写为 ρ
xτyτ

η + yτ
与 μxτyτ ,其中 xτ = x( t - τ),yτ =

y( t - τ) 。 因此,考虑延迟的肿瘤免疫系统的确定

性模型如下:

x· = f1(x,xτ,yτ) = σ + ρ
xτyτ

η + yτ

- μxτyτ - γx

y· = f2(x,y) = αy(1 - βy) - xy
(2)

对于延迟的肿瘤免疫系统模型,人们难以从理论上

直接对其进行分析研究,需要用近似方法对其化简

才能用解析方法进一步研究。 若延迟时间 τ 很小,
可利用小延迟泰勒展开方法对模型(2)进行化简,
得到:

f1(x,xτ,yτ) = f1(x,y) -

τ
∂f1(x,xτ,yτ)

∂xτ
x· +

∂f1(x,xτ,yτ)
∂yτ

y·
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú xτ = x

yτ = y

+ O(τ2)

= f1(x,y) - τ
é

ë

ê
ê

∂f1(x,xτ,yτ)
∂xτ

f1(x,y) +

∂f1(x,xτ,yτ)
∂yτ

f2(x,y)
ù

û

ú
ú xτ = x

yτ = y

+ O(τ2) (3)

式中: O(τ2) 是关于 τ 的高阶无穷小。 将式(2)代
入式 ( 3),忽略高阶项, f1(x,xτ,yτ) 取一阶近似

得到

f1(x,xτ,yτ) ≈ f1(x,y) -

τ· ( ρy
η + y

- μy( ) f1(x,y) +

ρxη
(η + y) 2

- μx( ) f2(x,y) )
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　 　 令

f(x,y) = f1(x,y) -

τ· ( ρy
η + y

- μy( ) f1(x,y) +

ρxη
(η + y) 2

- μx( ) f2(x,y) ) (4)

　 　 则模型(2)化简为:
x· = f(x,y)
y· = f2(x,y) (5)

2　 肿瘤免疫系统的稳定性分析

2. 1　 肿瘤免疫系统的平衡点

　 　 具有延迟的肿瘤免疫系统的平衡点满足如下

方程:
f(x,y) = 0
f2(x,y) = 0 (6)

根据公式(1)、(4)和(6),可求出含有时间延迟的

肿瘤免疫系统平衡点,共有 5 个解,记为 P i = ( xi,
yi)( i= 0,1,2,3,4),具体如下:

P0 = (x0,y0)= (0. 315
 

5,0)
P1 = (x1,y1)= (1. 609

 

2,8. 189
 

7)
P2 = (x2,y2)= (0. 759

 

8,267. 798
 

0)
P3 = (x3,y3)= (0. 173

 

0,447. 134
 

2)
P4 = (x4,y4)
平衡点 P0 中,肿瘤细胞数为 0,称为无瘤平衡

态,表示无肿瘤细胞或肿瘤细胞被消除。 平衡点 P1

中含有相对少量的肿瘤细胞和较高水平的免疫效

应细胞,表示肿瘤细胞与免疫细胞共存的肿瘤休眠

平衡态。 平衡点 P2、P3 中含有大量的肿瘤细胞,表
示肿瘤细胞大幅增加,免疫系统逐渐失效的肿瘤爆

发状态,可称为肿瘤爆发平衡态。 这些平衡点中只

有平衡点 P4 含有时间延迟 τ 。 P4 中的免疫效应细

胞 x4 为:x4 = 1. 636
 

0-0. 003
 

3y4,肿瘤细胞 y4 是如

下关于时间延迟 τ 二次方程的解:
201 900 000+311 00τy2

4 +( -106 820 91τ+
100 000 00)y4 = 0 (7)

将式(7)的解记为 y4,1 和 y4,2,求解方程得到:
y4,1 = [10

 

682
 

091τ - 10
 

000
 

000 +
(114

 

107
 

068
 

132
 

281τ2
 

- 238
 

758
 

180
 

000
 

000τ +
100

 

000
 

000
 

000
 

000) 1 / 2] / 62
 

200τ

y4,2 = [10
 

682
 

091τ - 10
 

000
 

000 -
(114

 

107
 

068
 

132
 

081τ2 - 238
 

758
 

180
 

000
 

000τ +
100

 

000
 

000
 

000
 

000) 1 / 2] / 62
 

200τ
图 1 表示了 y4,1 和 y4,2 随延迟时间 τ 的变化关

系,可以看出 y4,1 和 y4,2 皆小于 0,即肿瘤细胞数小

于 0,没有现实意义,实际的肿瘤细胞数大于或等于

0。 因此,平衡点 P4 无意义。

图 1　 y4,1 和 y4,2 随延迟时间 τ变化情况

Fig. 1　 Variation
 

of
 

y4,1  and
 

y4,2  with
 

time
 

delay
 

τ

2. 2　 平衡点的稳定性分析

　 　 利用线性稳定性方法来分析系统的稳定性。
将非线性的肿瘤免疫系统展成线性系统,因为展成

线性系统平衡点的稳定性就代表非线性系统平衡

点的局部稳定性[20] 。 采用非线性动力学中不动点

类型及其稳定性的分类方法[21] ,对肿瘤免疫系统中

有意义的 4 个平衡点 P0、P1、P2 和 P3 进行稳定性分

析。 先求解系统的 Jacobi 矩阵记为 J , 再利用

Jacobi 矩阵的迹 tr(J) 和行列式 Δ 来判断平衡点的

类型和稳定性。
Jacobi 矩阵公式如下:

J =

∂
∂x

f(x,y) ∂
∂y
f(x,y)

∂
∂x

f2(x,y) ∂
∂y
f2(x,y)

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

(8)

　 　 根据式(8)求得无瘤平衡点 P0 的 Jacobi 矩阵:
J0 =

- 0. 374
 

3 0. 016
 

693
 

600
 

84 - 0. 022
 

043
 

527
 

51τ
0 1. 320

 

477
 

692
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

　 　 P0 的迹: tr(J0) = 0. 946
 

177
 

692
P0 的行列式: Δ = - 0. 494

 

254
 

800
 

1
由 Δ<0 可知 P0 一直是鞍点,且平衡点 P0 的类

型及稳定性不受延迟影响。
根据公式(8)求得肿瘤休眠平衡点 P1 的 Jacobi
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矩阵:

J1 =
é

ë

ê
ê

- 0. 073
 

390
 

354
 

9 + 0. 354
 

745
 

231
 

2τ
- 8. 189

 

706
 

664

0. 040
 

619
 

448
 

18 - 0. 0111
 

343
 

157
 

6τ
- 0. 026

 

796
 

720
ù

û

ú
ú

　 　 P1 的迹: tr(J1) = - 0. 100
 

187
 

074
 

9 +
0. 354

 

745
 

231
 

2τ
P1 的行列式: Δ = 0. 334

 

627
 

986
 

2 -
0. 100

 

692
 

788
 

6τ
由于 τ= 0. 282

 

419
 

793
 

4 时,tr(J1 )= 0,可判断

P1 为中心。 因此, 当延迟时间 τ 的取值范围在

[0,0. 2]时,tr(J1) <0,Δ>0,[tr(J1 )] 2 -4Δ<0 且,可
判断 P1 为稳定焦点,且平衡点 P1 的类型及稳定性

不受延迟影响。 然而,当延迟时间 τ>0. 282
 

4 时,平
衡点 P1 的稳定性会随着延迟时间 τ 的增大而改变,
由稳定变成了不稳定。 由于稳定的平衡态更有利

于肿瘤的治疗,故选择延迟时间 τ 的取值范围在

[0,0. 2]之间。
根据公式(8)求得肿瘤爆发平衡点 P2 的 Jacobi

矩阵:

J2 =
é

ë

ê
ê

- 0. 155
 

442
 

787
 

3 - 0. 542
 

732
 

632
 

3τ
- 267. 797

 

961
 

5

- 0. 002
 

153
 

684
 

831 - 0. 001
 

415
 

784
 

417τ
- 0. 876

 

234
 

930
 

1
ù

û

ú
ú

　 　 P2 的迹:tr(J2)= -1. 031
 

677
 

717-
0. 542

 

732
 

623τ
P2 的行列式:Δ = -0. 440

 

548
 

007
 

6+
0. 096

 

417
 

109
 

3τ
由 Δ<0 可判断平衡点 P2 一直是鞍点,其类型

及稳定性不受延迟影响。
根据公式(8)求得肿瘤爆发平衡点 P3 的 Jacobi

矩阵:

J3 =
é

ë

ê
ê

- 0. 682
 

750
 

508 - 0. 443
 

047
 

100
 

2τ
- 447. 134

 

229
 

0

- 0. 000
 

519
 

871
 

537
 

4 - 0. 000
 

920
 

938
 

759
 

0τ
- 1. 463

 

023
 

198
ù

û

ú
ú

　 　 P3 的迹: tr(J3) = - 2. 145
 

773
 

706 -
0. 443

 

047
 

100
 

2τ
P3 的行列式: Δ = 0. 766

 

427
 

472
 

6 +

0. 236
 

404
 

943
 

4τ
由 tr(J3) <0,Δ>0,[tr(J3)] 2 -4Δ>0,可判断 P3

一直是稳定结点,且延迟不影响 P3 的类型及稳

定性。
利用非线性动力学理论对肿瘤免疫系统的

4 个平衡点进行研究分析,可知延迟时间 τ 取值在

[0,0. 2]时,P0 和 P2 一直是鞍点,P1 一直是稳定焦

点,P3 一直是稳定结点,平衡点的类型及稳定性均

不受延迟的影响。 含有延迟的肿瘤免疫系统存在

双稳态,图 2 展示了双稳态 P1 和 P3 类型和稳定性

随延迟时间的变化规律。 当延迟时间 τ> 0. 282
 

4
时,平衡点 P1 的类型和稳定性会随着 τ 的增大而改

变,由稳定变成了不稳定。 而 P3 的稳定性不变,仍
为稳定结点。

图 2　 平衡点 P1 和 P3 稳定性随延迟时间 τ变化情况

Fig. 2　 Variation
 

of
 

stability
 

of
 

equilibrium
 

P1
 and

 

P3
 

points
 

with
 

time
 

delayτ

3　 动力学模拟结果

　 　 对延迟系统的数学模型(6)进行数值模拟,先
模拟小延迟( τ = 0. 1) 各个平衡点周围的轨迹(见

图 3)。 结果显示,从鞍点
 

P0 和焦点 P1 邻域出发的

轨迹最终都终结于稳定焦点 P1。 此时肿瘤细胞较

少,免疫系统能有效地抑制肿瘤的生长,肿瘤免疫

系统趋于稳定的平衡态,即肿瘤休眠平衡点 P1。 从

鞍点 P2 邻域出发的轨迹终止于稳定焦点 P1,可以

看出,当系统处于肿瘤爆发平衡点 P2 时,虽然具有

较高水平的肿瘤细胞,但还可以通过合理的治疗最

终达到肿瘤休眠平衡点 P1。 从稳定结点 P3 邻域出

发的轨迹终结于稳定结点 P3,此时的肿瘤细胞无法

控制,一直是肿瘤爆发状态。
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图 3　 τ=0. 1 时各个平衡点周围轨迹

Fig. 3　 Trajectories
 

around
 

each
 

equilibrium
 

point
 

with
 

small
 

time
 

delay
 

τ=0. 1　 (a)
 

Equilibrium
 

P0
 point,

 

(b)
 

Equilibrium
 

P1
 point,

 

(c)Equilibrium
 

P2
 point,

 

(d)Equilibrium
 

P3
 point

注:红色∗代表 P1 的位置,绿色☆代表 P0 、P2 和 P3 的位置。

　 　 图 4 展示了 4 个平衡点及其附近的多条相轨

线。 可以看出,P1 和 P3 附近的相轨迹都趋向平衡

点,表现为吸引的状态,进一步验证了系统的双稳

　 　

态现象。 因此,数值模拟证实了上述理论分析得出

各个平衡点的稳定性结论。

图 4　 τ=0. 1 时各个平衡点附近相轨线图

Fig. 4　 Phase
 

diagram
 

near
 

each
 

equilibrium
 

point
 

at
 

τ = 0. 1 　 ( a)
 

Equilibrium
 

P0
 point,

 

( b)
 

Equilibrium
 

P1
 

point,
 

(c)Equilibrium
 

P2
 point,

 

(d)
 

Equilibrium
 

P3
 point

图 5　 τ=0. 282
 

419
 

793
 

4 时各个平衡点周围轨迹图

Fig. 5　 Trajectories
 

around
 

each
 

equilibrium
 

point
 

at
 

τ=0. 282
 

419
 

793
 

4　 (a)
 

Equilibrium
 

P0
 point,

 

(b)
 

Equilibrium
 

P1
 point,

 

(c)Equilibrium
 

P2
 point,

 

(d)
 

Equilibrium
 

P3
 point

注:红色∗代表 P1 的位置,绿色☆代表 P0 、P2 和 P3 的位置。

　 　 当延迟时间 τ = 0. 282
 

419
 

793
 

4 时,画出各个

平衡点周围的轨迹(见图 5)。 结果显示,从 P0、P2、
P3 出发的轨迹与上述理论分析结果一致,可是从

P1 邻域出发的轨迹并不是理论分析的结果中心,而
依然是稳定焦点,理论分析结果与数值模拟结果不

同。 本文推测原因如下:根据非线性动力学理论,

将非线性系统在其不动点的邻域做线性化以判断该

不动点的稳定性,不适用于中心这种情形,遇此临界

情形,还需要考虑泰勒展开的高阶项。 根据图 3、5 的

数值模拟结果发现,只要延迟时间 τ<0. 282
 

4 时,数
值模拟结果与用小延迟展开后理论分析结果一致,
故理论分析时 τ 的取值范围为[0,0. 2]。
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4　 讨论

　 　 在 Kuznetsov 等[13]提出的经典的肿瘤免疫系统

模型中考虑了延迟作用,用小延迟泰勒展开来化简

系统,求出系统有意义的平衡点有 4 个,分别为无

瘤平衡点 P0、肿瘤休眠平衡点 P1 和两个肿瘤爆发

平衡点 P2 和 P3。 用线性稳定性分析方法来分析这

些平衡点的稳定性,求出对应的 Jacobi 矩阵,得到如

下结论:肿瘤免疫系统在小延迟情况下,延迟时间

取值范围为[0,0. 2]时,P0 一直是鞍点,P1 一直是

稳定焦点,P2 一直是鞍点,P3 一直是稳定结点,它
们的类型及稳定性均不受延迟的影响。

利用数值模拟方法验证了理论分析的结论。
根据平衡点附近的轨迹图可知,P0、P1 和 P2 邻域出

发的轨迹最终会终止于稳定焦点 P1,而从 P3 邻域

出发的轨迹最终会终止于稳定结点 P3。 该结果说

明了在低水平的肿瘤细胞时,免疫系统能有效抑制

肿瘤细胞的增长,肿瘤免疫系统稳定在肿瘤休眠平

衡态 P1;而肿瘤爆发平衡点 P2 含有较高水平的肿

瘤细胞,此时,也可以通过有效的干预手段使系统

达到肿瘤休眠平衡态。 但是,若肿瘤持续发展达到

爆发态 P3,则无法控制肿瘤爆发。
本文主要利用数学模型研究肿瘤免疫系统的

动力学过程。 与文献[14]相比较,发现考虑了延迟

以后,系统的平衡点没有变化,依然只有 4 个,这些

平衡点的类型及稳定性也没有变化。 研究结果有

助于深入理解肿瘤免疫反应的动力学机制,为肿瘤

的发展及治疗提供参考。
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